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Для безмассовых спинорных частиц в поле Шварцшильда развита общая математическая схема анализа про-
хождения спинорных частиц через эффективный гравитационный барьер Шварцшильда. Установлена зависимость 
эффекта от направления падения частиц на барьер: извне или изнутри. Анализ основан на использовании 8 решений 
Фробениуса для уравнения с существенно особыми точками ранга 2. Математическая структура полученных асимпто-
тических формул является точной, однако неизвестны аналитические выражения для сумм входящих в эти формулы 
степенных рядов. Эта часть исследования вынужденно должна базироваться на численном суммировании рядов.
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For massless Dirac particles, the general mathematical study of the tunneling proccess of a particle through the effective 
potential barrier generated by the Schwarzschild black hole is made. Results are significantly different for two situations: first 
when a particle falls on the barrier from within and second when a particle falls on the barrier from the outside. The study 
is based on the use of 8 Frobenius solutions of the related second-order differential equations with the second-rank non-regular 
singularities. The mathematical structure of the derived asymptotic relations is exact, however the analytical expressions for 
the involved convergent powers series are not known. So, a further study should be based on the numerical summation of 
the series.
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Введение. Начало исследованиям возмущений пространства-времени Шварцшильда поло-
жила классическая работа Т. Редже и Дж. А. Уилера [1]. Процесс изменения возмущений описы-
вается волновым уравнением типа уравнения Шредингера с эффективным потенциалом барьер-
ного типа. Результаты длительных (в течение двух десятилетий) исследований были обобщены 
в книге С. Чандрасекара [2]. В настоящее время для скалярного, спинорного и электромагнит-
ного полей соответствующие математические задачи сведены к обычным дифференциальным 
уравнениям второго порядка класса Гойна или более сложным. 
В данной работе рассматривается случай безмассового спинорного поля и осуществляется 
общее математическое исследование процесса туннелирования через эффективный гравитацион-
ный барьер Шварцшильда, которое основано на использовании решений Фробениуса для урав-
нения с существенно особыми точками ранга 2. Результаты значительно отличаются для двух 
ситуаций: когда частица падает на барьер изнутри и когда – извне. Математическая структура 
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полученных асимптотических формул является точной, однако аналитические выражения для 
сумм входящих в эти формулы степенных рядов неизвестны. Эта часть исследования вынужден-
но должна базироваться на численном суммировании рядов.
1. Разделение переменных. Используем статические координаты Шварцшильда: 
 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1
sin , 1 .dS dt r d r d dr
r
= F - θ - θ φ - F = -
F
 (1)
Уравнение Дирака приводится к виду (пусть 1 1 4( ) ( ) ( )x r r x- - /Y = F ψ ) 
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 (2)
Решения строятся как собственные функции энергии, квадрата, третьей проекции полного 
момента и оператора пространственного отражения. В представлении уравнения Дирака (2) это-
му набору операторов соответствует следующая подстановка для волновой функции (собствен-



























применяются функции Вигнера ( 0)  1 2 3 2  { }jmD D j m j jσ - ,σ= φ,θ, , = / , / ,...; ∈ - ,...,+ . С использо-
ванием матриц Дирака в спинорном базисе находим систему уравнений для двух функций 
1 2 1 2( ) ( )f f f g i f f= + , = - - : 
 0, 0,
d d
f M g g M f
dr r dr r
ν ε ν ε      F + + + d = F - - - d =      F F      
    1 / 2.jν = +  
2. Качественный анализ, безмассовый случай. Ограничимся более простым безмассовым 
полем. Здесь имеем уравнения 
 0 0
d d
f g g f
dr r dr r
   ν F ν F
F + + ε = , F - - ε = .      
   
 (4)
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уравнение для g(r) будет отличаться только знаком при параметре ν. Для пояснения смысла воз-








F = , = , = + - ,
- /
  
 ( ) 1r r r r r* * *∈ -∞,+∞ , → , → -∞ ; → ∞, → +∞ .  (6)
Из (4) следуют уравнения второго порядка для функций f и g: 
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d d d d
f g
dr drdr dr
   
   
   
   * ** *   
j j
+ ε + ν - ν j = , + ε - ν - ν j = . (7)
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Это уравнения шредингеровского типа с потенциальными функциями вида 
 2 2 2
3
1 1 1(3 2 )
2 1 2
d r r rU
dr r r rr
±
*
j - - -
= ν j ± ν = ν ± ν .
-
 (8)
Характерное поведение потенциальных кривых ( )U r± *  изображено на рисунке.
То есть имеем ситуации, в которых возможно туннелирование частиц через барьер. 
3. Анализ дифференциальных уравнений второго порядка. Введем переменную, избавля-
ющую уравнения (5) от квадратного корня: 
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где использованы обозначения 
 
2 2 2 2 2 2 2 28 35 8 8 19 8 8 35 8 8 19 8
   
8 8 8 8
A B A B
- ν + ε + ν - ν + ε - ν ν - ε + ν - ν + ε + ν′ ′= , = , = , = .
 
Точки x = 0, ∞ – регулярные; точки x = ± 1 – нерегулярные ранга 2. Уравнение для функции f 
получается заменой ν ⇒ -ν ;  это позволяет детально исследовать только уравнение для g(x). В со-
ответствии со структурой сингулярностей, ищем решения Фробениуса в виде [3]:
 1 1( ) ( 1) ( 1) ( )x xg x x x e x e G x
′β β
- +′g α α= - + , (10)
где параметры подстановки нужно выбирать из перечисленных ниже возможностей: 
 2 2 2i i i i i′ ′g = ± ε; β = ± ε / , α = ± ε; β = ± ε / , α = ε.  (11)
Для функции G(x) получаем уравнение со следующей структурой (явный вид коэффициентов 
опускаем): 
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Наиболее интересны три особые точки: 
 0 ( ) i rx g x x e r*g ± ε *→ , , → -∞;   (12a) 
Потенциальные функции 1( )U rν=- *  , 1( )U rν=+ *  
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 ln1 ( ) ( 1) exp
( 1)
i r i r i rx g x x e e r
x
* * *′α ε ε ε *′β→ + , ≈ - ≈ ≈ , → +∞;
-
    (12б) 
 ln1 ( ) ( 1) exp
( 1)
i r i r i rx g x x e e r
x
* * *α ± ε ε ε *β→ - , ≈ + ≈ ≈ , → +∞.
+
   (12в)




== ∑  Получаемое 6-член-
ное рекуррентное соотношение имеет вид (явный вид 10 коэффициентов {A,B,C,D,E;a,b,c,d,e}, 
определяемых квантовыми числами ε и ν, опускаем) 
 4 5 6 7k = , , , ,...   
 4 3 2[ ( 3)( 4) ( 3) ] [ ( 2) ]k k kAc B k k k a c C k b c- - -+ + - - + - + + - +  
 1 1[ ( 1) 2( 1)( 2)] ( ) ( 1)( ) 0k k kD k c k k c E kd c k k e c- ++ + - - - - + + + + + = . (13)
Для анализа вопроса о радиусе сходимости ряда применим метод Пуанкаре – Перрона. Для 
этого соотношение (13) представим в виде 
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= , = . (15)
Чтобы найти алгебраическое уравнение для величины r, соотношение (14) умножаем на k–2 
и устремляем k → ∞. В результате получим 
 3 5 2 22 0 ( 1) 0,  0, 1, 1r r r r r r- + = ⇒ - = = + - . (16)
Таким образом, гарантированный (минимальный) радиус сходимости степенного ряда равен 
Rconv = 1, что покрывает всю физическую область изменения координаты (0 1).x∈ ,+
4. Общая схема анализа эффекта туннелирования. Исследованные выше возможности по-
зволяют предложить 8 решений (см. (11)): 
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x xi x i x i xg x e e e e e R x iI x
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i i
x xi x i x i xg x e e e e e R x iI x
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x xi x i x i xg x e e e e e R x iI x
- ε/ + ε/
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i i
x xi x i x i xg x e e e e e R x iI x
- ε/ + ε/
- ++ ε - ε - - ε += +   
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1 12 ln ln( 1) ln( 1)
8 7 7( ) ( ( ) ( ))
i i
x xi x i x i xg x e e e e e R x iI x
+ ε/ - ε/
- +- ε + ε - + ε += - . (17)
Отметим, что множитель ln( 1)   (0 1),i xe x+ ε - , ∈ ,  дает многозначную функцию 
 ln( 1) [ln 1 ( 2 )] ( 2 ) ln 1i x i x i n n i xe e e e± ε - ± ε | - |+ p+ p ε p+ p ± ε | - |= = .  
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Использование той или иной ветви многозначной функции влияет только на выбор веще-
ственного множителя перед решением; для определенности пусть n = 0. Формально соотноше-
ния (17) – это точные и везде определенные решения, поскольку ряды сходятся во всей физи-
ческой области изменения переменной (0 1).x∈ ,+  Отметим, что решения, перечисленные в (17), 
разбиты на пары комплексно сопряженных. 
Применяя численный анализ, легко убедиться, что вещественные и мнимые части функций 
G(x), определяемых степенными рядами, ведут себя как монотонно растущие функции с явно 
выраженным асимптотическим стремлением к постоянным значениям, зависящим от квантовых 
чисел 1 2.jε,ν = + /
Находим асимптотики решений g1, g3 и g2, g4 (учтена сходимость рядов): 
 0( ),x r*→ → -∞   1 2 
i r i rg e e g e e* *-εp+ + ε +εp - ε= , = ,  3 4i r i rg e e g e e* *+εp + ε -εp - ε= , = ;   
 1( ),x r*→ + → +∞  (18a) 
 ln 2 4 ln 2 41 1 1 2 1 1[ ( )] [ ( )]
i i i r i i i rg e e R iI e g e e R iI e* *- ε + ε/ - ε + ε - ε/ + ε= + , = - ,  
 ln 2 4 ln 2 43 3 3 4 3 3[ ( )] [ ( )] .
i i i r i i i rg e e R iI e g e e R iI e* *+ ε - ε/ + ε - ε + ε/ - ε= + , = -  (18б)
Образуем линейные комбинации из функций 
 3 1 3 1 2 4 2 4  ;
2 2 2 2
g g g g g g g g
H H F F+ - + -
+ - + -
= , = ; = , =  (19)
их асимптотики слева задаются равенствами 
 cosh sinhi r i rr H e H e* *+ ε + ε* + -→ -∞, = εp , = εp ;  
 cosh sinh ;i r i rr F e F e* *- ε - ε* + -→ -∞, = εp , = εp  (20a)
асимптотики справа ( r* → +∞ ) – соотношениями 
 ln 2 4 ln 2 43 3 1 1
1 1
[ ( )] [ ( )]
2 2
i i i r i i i rH e e R iI e e e R iI e* *+ ε - ε/ + ε - ε + ε/ - ε± = + ± + ,  
 ln 2 4 ln 2 41 1 3 3
1 1
[ ( )] [ ( )]
2 2
i i i r i i i rF e e R iI e e e R iI e* *+ ε - ε/ + ε - ε + ε/ - ε± = - ± - . (20б)
Таким образом, имеем две пары решений с асимптотиками слева → справа следующего вида: 
  cosh i r i r i rH e Ae Be* * *+ ε + ε - ε+ , εp → + ,     sinh
i r i r i rH e Ae Be* * *+ ε + ε - ε- , εp → - ; (21a) 
 cosh i r i r i rF e A e B e* * *- ε * - ε * + ε+ , εp → + ,   sinh
i r i r i rF e A e B e* * *- ε * - ε * + ε- , εp → - . (21б)
Пара (21б) более проста для интерпретации: ее можно сопоставить ситуации, когда частица па-
дает справа на барьер Шварцшильда, частично отражается и частично проходит сквозь него. Два 
варианта соответствуют разным сдвигам фаз. Если комбинировать функции в пределах пар 
(H+ – H–) и (F+ – F–), то можно получить решения, нужные для описания явления туннелирова-
ния майорановских частиц.
Аналогично можно исследовать ситуацию, когда частица падает на барьер Шварцшильда 
слева, при этом нужно комбинировать функции g5,…, g8. Имеем асимптотики: 
 2 4 2 45 5 5 8 7 71 ( )   ( )
i i i r i i i rx g e e R iI e g e e R iI e* *+ ε/ - ε/ - ε + ε/ - ε/ - ε→ + , = + , = - ;  
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i r i rx g e e g e e* *-εp ε +εp - ε→ , = , = ; (22a) 
 2 4 2 46 5 5 7 7 71 ( ) ( ) ;
i i i r i i i rx g e e R iI e g e e R iI e* *- ε/ + ε/ + ε - ε/ + ε/ + ε→ + , = - , = +   
 6 70
i r i rx g e e g e e* *+εp - ε -εp + ε→ , = , = .  (22б)
Введем функции 5 8 6 7g g g gH F± ±= ± , = ± ; они имеют асимптотики слева → справа:
 [ ]2 4 5 5 7 7( ) ( ) ,iz i r i i i re e e e e e R iI R iI eH * *-εp + +εp - ε + ε/ - ε/ - ε±, ± → + ± -  (23a) 
 [ ]2 4 5 5 7 7( ) ( )i r i r i i i re e e e e e R iI R iI eF * * *-εp + ε +εp - ε + ε/ - ε/ + ε±, ± → - ± + . (23б)
Функции (23б) можно сопоставить ситуации, когда частица падает слева на барьер Шварц-
шильда, частично отражается и частично проходит сквозь него: 
 .i r i r i rAe Be eC* * *
+ ε - ε + ε
±± →  (24)
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